Baccalauréat blanc - Terminale S
Mathématiques - Spécialité
Fléments de correction

Exercice 1 4 points

Partie A
1. Siaetbpairsalors a=0 (2) et b=0 (2) donc par compatibilité de la congruence avec les puissances
etlasommeona:a’—b*>=0 (2).
De méme si a et b sont impairs alorsa=1 (2) etb=1 (2) donconaa®-b*=0 (2)
D’autre part, N est impair donc N =1 (2).
En conclusion, si N = a? — b? et a et b ont la méme parité,onal=0 (9) ce qui est absurde.
Donc a et b ont des parités différentes.

2. OnaN=a?-b?>=(a+b)(a-Db).
N
ael\letbel\ldonca+b€|\leta—b€Z.Deplusa—b:Tb>0donca—b€l\|.
a

En conclusion, on a bien N produit de deux entiers naturels p=a+betg=a—b.

3. a et b n’ayant pas la méme parité, 'un est pair et 'autre est impair, donc a + b et a — b sont impairs,
c'est-a-dire p et g sont impairs.

Partie B
1. a) Six=y (9) alors x> = y* (9) d’ol1la construction du tableau suivant.

X= (9 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X¢= (9 0 1 4 0 7 7 0 4 1

b) b? estun carré, donc d’apres ce qui précéde, les restes possibles de b?> modulo 9sont0, 1,4 ou7.
Finalement les restes possibles modulo 9 de a? — 250507 sont donc 0, 1, 4 ou 7.
D’autre part, 250507 =1 (9), donc a> = b*> +1 (9)
donc les restes possibles modulo 9 de a®sont1,2,5,0us8.
c) Mais d’apres le tableau précédent, les restes possibles de a> modulo 9 sont 0, 1, 4 ou 7. Donc
I'unique possibilité est que a’=1 (9) et d’apreés le tableau cela implique a=1 (9) oua=38 (9).
2. Ona N = a? - b?, donc N < a? et en prenant la racine carrée (qui est une fonction croissante sur R )
on en déduit a > v'N =500,5. Donc a =501 caracN.
Supposons qu'un couple de la forme (501 ; b) soit solution de (E), alors b? = 501%> — 250507 donc b? =
494 qui n’est pas un carré (v494 = 22,2) donc il est impossible que (501 ; b) soit solution de (E).
3. a) Supposons que (a; b) soit solution de (E). D’apres la question Blconaa=1 (9 oua=8 (9) ce
qui équivautaa=1 (9 oua=-1 (9).
D’autre part 504 =0 (9) donc par somme ona a =505 (9) ou a =503 (9).
b) Pour k = 0 on cherche les solutions de la forme (505; b), donc b? = 505? —250507 = 4518 qui n’est
pas un carré. Donc pas de solution avec k = 0.
Pour k = 1, on cherche les solutions de la forme (514; b), donc b? = 5052250507 = 13689 = 117,
En conclusion : la plus petite valeur de k pour laquelle (505 + 9k; b) soit solution est 1.

Ce couple est (514;17).

Partie C
1. On déduit de ce qui précede que 250507 = 5142 — 1172 donc par factorisation, on a 250507 = (514 +
117)(514 - 117) c’est-a-dire 250507 = 631 x 397.



2. 631 et 397 étant des nombres premiers, il s’agit de la décomposition en facteurs premiers de 250507.
Cette décomposition étant unique. Lécriture trouvée est unique.

Exercice 2 8 points

PartieA - Restitution organisée de connaissances
1. f est définie et dérivable sur R

VxeR, f'(x) = ae™ = af(x)
Donc f estsolutionde y'=ay .

2. hest dérivable sur R, comme produit de fonctions dérivables sur R

—ax

VxeR, H(x)=g'(x)e “+(—ae”*)g(x)

¥ _ ae""*g(x), car g est solution de y' = ay

=ag(x)e”
=0

Donc h est une fonction constante .

3. D’apreés la question précédente,

Si g estsolutionde y' = ay alors Vx€R, h(x) = k avec k constante réelle arbitraire
alors VxeR, gx)e =k

alors VxeR, g(x) = ke®

Or, d’apres la question 1, les fonctions x — ke sont solutions de y’' = ay.

Donc I'ensemble des solutions de y’ = ay est 'ensemble des fonctions de la forme x — ke*® avec k
constante réelle arbitraire.

Partie B
1. VxeR,
et 3et xe”1 _x
flx) = - = - _care ¢ £0
2+e1 (2+es)xe s
ainsi,
3
fxX)=———
2e 1 +1
2. En +o0:
lim e"1=0
X—+00

donc, par composée, xklllw fx)=3.

lim =3
X-01+2X
En —oo:
lim e+ =+o00
X——00 . .
3 donc, par composée, lim f(x)=0 .
X——00

lim =
X—+o01+2X
3. f estdéfinie, continue et dérivable sur R d’apres les théoremes usuels.
De plus, Vx e R,

! 2 x 4 3 _x
f'(x) =3x :EX 2>0care +>0

D’olu f est strictement croissante sur R .



Partie C

1. a) Lessolutions de (E;) sont les fonctions g définies sur [0; +oo[ par g(f) = kei! avec k constante
réelle arbitraire.

b) g0)=1oket™®=1<k=1. Ainsi, Y€ [0;+ool, g(r) =ei’ .

¢) Ilfautrésoudre I'inéquation g(r) > 3.

g >3eei’ >3
1
o Z t >1In3 car t — Int est strictement croissante sur ]0; +oo|
< t>4In3
or4ln3 ~ 4,394
Ainsi, la population de gazelles dépassera 300 individus au bout de 5 ans .
2. a)
n(t) = —lh(t) L Vi>0
4 12 -
h(0) =1

h est solution de (E3) <

(l)l(t)——l(l)(tHi V>0
u T 4\u 12 ~

1
e
u

u' (1) 1 1
S =~ +— V=0
o4 ic(t) 4u(r) 12

1

< A4

u(©) -
2
4
u0)=1

2
W < M0 _ )]
4

V=0

Vi=0

h est solution de (E3) < u est solution de (E»)

1 1
b) Les solutions de I'équation différentielle y’ = 1 v+ ' sont les fonctions h définies par :

h(t)=K e il + % avec K constante réelle arbitraire.
Deplus h(0) =1& Ke i+ 1 =1 K=2
Ainsi, h estla fonction définie sur [0; +oo[ par h(t) = %e‘% Iy % .

On aalors:

¢) Onreconnait pour u 'expression de la fonction f étudiée partie B.
Dans ce modele la taille de la population tend vers 300 gazelles lorsque ¢ tend vers +oo.

Exercice 3 5 points

1. (E) est une équation du second degré a coefficients réels dont le discriminant A vérifie :

A=(-12)>-4x4x153=-2304<0



(E) admet donc deux solutions complexes conjuguées :

12+iv/2304 12+48i 3 . 3 .
Z1 = = = —+6i et Zp= ——061
2x4 8 2 2

a) Q estl'image du point B dans la translation de vecteur w donc :
+ > 6i—1+ ;
Zo=zp+zpy=——-6i—1+-i
Q= p 2 2

17
Zg==—=
Q7572

1
b) R estl'image du point P par 'homothétie de centre C et de rapport -3 donc:

1
ZR—Zc = _g(ZP —Zzc)
On a ainsi :

1
3+2i+3+-i
4

1( )+ 1
ZR=——\Zp— Z zZeo=——
R 3 P C C 3

ZR = —5-—i
/4
¢) Sestlimage du point P par la rotation de centre A et d’angle -3 donc:

iz
zs—za=€ '2(zp—2za)

On a ainsi :

zs:e_ig(zP—zA)+zA:—i(3+21—§—Gi +§+61:—i(§—4i)+§+61:—§i—4+§+6i
2 2 2 2 2
ZS=—§+gi
2 2

d) Voir figure ci-dessous.
1 7, 11 5,

a) ZR—ZQ:—S—i—§+51:—?+51
5 9, . 11 5,
zs—zP:—5+51—3—21=——+51

Ainsi a% = PSdonc PQRS est un parallélogramme .

b)
Zr—zg  —H 3l B 43 11450 (-1145)(6-11) -55+121i+25i+55 146
zP—zQ_3+2i_%+%i_ S+l 54111 52 +112 B 25+ 121 146
ZR—ZQ .
=i
Zp—ZQ

Onendéduit: zr—zqg =i(zp—2zq) = el2 (zp—zq). R estdoncl'image de P par larotation de centre
Qetd’angle 7.
— —\ T
Ainsi QR = QP et (QP; QR) =3 @m)
PQRS est donc un carré .

¢) Les diagonales d'un carré ont méme longueur. Le centre Q de PQRS vérifie donc QP = QQ =
QR =QS.
P, Q, R et S appartiennent donc a un méme cercle de centre Q



Q est le milieu des diagonales donc :

5 9 1 7) 1 . L.
——+-it=-—=i|==(-2+1) =-1+ =i
2 2

1 1
= — + —_— —
% =5Esta =g |mytplv o5

1 1 1 1 1 V73
p =—PR=—|zp—zg|l==I3+2i+5+i|==[|8+3i|=-V82+32 = —
2 2 2 2 2 2
A zQ—zP_—1+%i—3—21_—4—%i_8+3i_(8+31)(3+81):7_3i:i
“za-zp 3+6i-3-2i -3+4i 3-8 32 +82 73

zZO — Zp
ZA— Zp
Les droites (PA) et (PQ) sont donc perpendiculaires et (AP) est donc tangente a € .

Ainsi (PA; PG = arg( ) @n) = arg(i) (27) :% @n)

Exercice 4 3 points

1. VneN, uy41 — Uy, =2n+3>0. Lasuite (u,),en €St donc strictement croissante.
2. a) - Initialisation
up = 1 et 0> = 0 donc uy > 0. Linégalité est vraie pour 7 = 0.
- Hérédité
Soit p € N. Supposons l'inégalité vraie au rang p c’est-a-dire u > p2.
Ona up1 = up+2p+3donc up.1 > p?+2p+3=(p+1)*+2
Ainsi up41 > (p+ 1)2. Linégalité est vraie au rang p + 1.



— Conclusion
vneN, u,>n? .

b) lim n? = +oo donc, par comparaison, lim u, = +oco .
n—+oo

n—+00
a) up=1, Uy =up+2x0+3=4, UWw=u+2x1+3=19,
Us=uUp+2x2+3= 16, Us=uz+2x3+3=25.

b) Les calculs précédents permettent de conjecturer que: VneN, u, = (n+ 1?2 .
Démontrons cette conjecture par récurrence.

— Initialisation
up =1et (0+1)? =1 donc uy = (0 + 1)2. Légalité est vraie pour n = 0.

— Hérédité
Soit p € N. Supposons I'égalité vraie au rang p c’est-a-dire u, = (p + 1)2.
Onaupii=up+2p+3=(p+1?+2p+3=p*+2p+1+2p+3=p>+4p+4=(p+2)°
Ainsi up1 = (p+ 2)2. Légalité est vraie au rang p + 1.

— Conclusion
VreN, u, =(n+1)?* .



